Вариационное исчисление и методы оптимизации

Специальность – Математика

Курс – 3, семестр - 5

Часть 1. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ
Лекция № 9. Задачи на условный экстремум. 2 
Мы продолжаем изучение вариационных задач с ограничениями. Если в предшествующей лекции ограничения были изопериметрическими (интегральными), то теперь заданы поточечные ограничения. Для решения таких задач вновь применяется метод множителей Лагранжа. Как и прошлой лекции получаемые в результате дифференциальные уравнения Эйлера включают с себя дополнительные неизвестные величины – множители Лагранжа. Однако теперь они являются не константами, а функциями. Теоретический результат иллюстрируется примером. В качестве приложения рассматривается процесс колебания маятника. 
9.1. Постановка задачи  
Рассматривается функционал
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где F – известная функция своих аргументов, а неизвестные функции 
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 удовлетворяют граничным условиям
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а 
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 – заданные числа, 
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 Кроме того, заданы дополнительные условия
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где 
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 – известные функции, причем 
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 Эти условия предполагаются независимыми, а функции F и 
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 считаются достаточно гладкими.

Замечание 9.1. Соотношения (9.2) можно рассматривать как уравнения относительно неизвестных 
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. Естественно, чтобы сохранить свободу выбора неизвестных при минимизации функционала число этих уравнений должно быть меньше числа неизвестных, чем и объясняется неравенство 
[image: image14.wmf].

nm

<


Ставится следующая задача.

Задача 9.1. Найти функцию v, минимизирующую функционал I при выполнении условий (9.1), (9.2).

9.2. Метод множителей Лагранжа
Определим функцию одной переменной 
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где ( – число, а 
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 – достаточно гладкая вектор-функция, определенная на отрезке 
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 и удовлетворяющая однородным граничным условиям
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и дополнительным условиям

                                           
[image: image19.wmf](

)

1122

, .

,,,...,01,...,

j

mm

Fuhhh

xuujn

sss

+++=

=

                                     (9.4)
Отметим, что n соотношений (9.4) включают в себя m неизвестных 
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 а значит, в силу неравенства 
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 множество таких вектор-функций h не пусто. 

Как и раньше, функционал I достигает своего минимума в точке u тогда и только тогда, когда число 0 является точкой минимума функции f. Следовательно, производная от этой функции (если она существует) в нуле обращается в нуль. Тогда справедливо следующее утверждение.

Лемма 9.1. При достаточной гладкости функций F и 
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 существует производная функции f в нуле, равная
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где 
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Доказательство. Определим величину
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Пользуясь разложением в ряд Тейлора, находим значение
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где 
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 Отсюда следует равенство
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После деления на ( и перехода к пределу при 
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 получаем
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Применяя интегрирование по частям с учетом граничных условий (9.1), будем иметь
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В результате предшествующее равенство принимает следующий вид (9.5). (
Доказательство леммы 9.1 в точности повторяет доказательство леммы 4.1. Однако мы не можем из соотношения 
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сразу вывести необходимые условия экстремума, как это делалось при доказательстве теоремы 4.1. Дело в том, что входящая в это равенство вектор-функция h должна удовлетворять условиям (9.4).

Из равенств (9.4) после разложения в ряд Тейлора следует
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где 
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 есть производная от функции 
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 Учитывая справедливость равенств (9.4) для любого ( после деления на ( и перехода к пределу получаем
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Соотношения (9.7) представляют собой систему из n линейных алгебраических уравнений с m неизвестными 
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 Таким образом, в условии (9.6) лишь 
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 функций 
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 являются произвольными, а остальные определяются из условий (9.7). Предположим для определенности, что произвольными являются функции 
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Умножая равенства (9.7) на произвольные функции 
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, после суммирования по j и интегрирования по х будем иметь 
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Складывая полученное выражение с (9.6), будем иметь
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Определим функцию
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где 
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 Тогда предшествующее равенство можно записать в следующем виде
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Подберем функции 
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 так, чтобы выполнялись соотношения
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Учитывая вид функции Н записываем их в виде
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Эта задача представляет собой систему n линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных функций 
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При указанном выборе функций 
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В этом равенстве функции 
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 являются произвольными (лишь бы они обращались в нуль на границе заданной области). Выбирая все эти функции кроме одной равными нулю, приходим к равенству 
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Отсюда в силу произвольности 
[image: image59.wmf]i

h

 согласно основной лемме вариационного исчисления получаем
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Объединяя равенства (9.10) и (9.12), приходим к следующему утверждению:

Теорема 9. Решение задачи 9 удовлетворяет системе уравнений Эйлера XE "уравнение:Эйлера" 
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Итак, для нахождения решений задачи 9 мы имеем систему, включающую в себе m дифференциальных уравнений второго порядка (9.13) с краевыми условиями

                                                         
[image: image62.wmf]1122

(), (), 1,...,,

iiii

uxvuxvim

===

                                            (9.14)
а также n алгебраических уравнений
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относительно неизвестных 
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Описанный метод решения задач на условный экстремум называется методом множителей Лагранжа, а функции 
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 – множителями Лагранжа. 
9.3. Пример

Рассматривается задача минимизации функционала
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на множестве функций 
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 удовлетворяющих граничным условиям 
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и дополнительному условию
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В соответствии с описанной ранее методикой определим функцию
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Тогда система уравнений Эйлера (9.13) принимает вид:
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Складывая эти равенства между собой, получаем
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Учитывая равенство (9.16), будем иметь
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а значит, 
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 В результате уравнения Эйлера принимают вид 
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Эти уравнения одинаковы, но краевые условия (9.15) у них разные. Общее решение каждого из данных уравнений получается как сумма общего решения однородного уравнения и частного решение неоднородного уравнения. В качестве последнего проще всего выбрать константу, которая, очевидно, равна 
[image: image81.wmf]1/2.

 В результате находим общие решения
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с четырьмя произвольными константами. Пользуясь условиями (9.15), находим 
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 В результате получаем
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с двумя произвольными константами. Однако из условия (9.16) следует
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а значит, 
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 Таким образом, решения системы условий экстремума принимают вид:
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с произвольной константой с.
9.4. Колебание маятника
Рассмотрим процесс колебания маятника – некоторого тела, подвешенного в заданной точке. Положение маятника в вертикальной плоскости характеризуется горизонтальной и вертикальной координатами х и у, меняющимися со временем. При этом точку подвеса выбираем за начало координат. Найдем энергию колебания маятника:
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Здесь кинетическая энергия определяется вектором скорости 
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где m – масса маятника. Потенциальная энергия маятника определяется его весом:
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где g – ускорение свободного падения. Таким образом, энергия колебания маятника в некоторый момент времени равна
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Затраты энергии на некотором интервале времени от 
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Особенностью данного процесса является то обстоятельство, что маятник расположен на одном и том же расстоянии l от точки подвеса. Это означает, что должно выполняться условие

                                                                  
[image: image100.wmf]222

.

xyl

+=

                                                           (9.17)
Согласно принципу наименьшего действия маятник движется от одной заданной точки в момент времени 
[image: image101.wmf]1
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  до другой заданной точки в момент времени 
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 таким образом, чтобы затраты энергии в процессе движения были минимальными и выполнялось условие (9.17). Таким образом, получаем задачу на условный экстремум, решаемую с помощью теоремы 9.
В соответствии с описанной ранее методикой определим функцию


[image: image103.wmf](

)

(

)

22222

.

2

m

Hxymgyxyl

l

=++++-

&&


Тогда уравнения Эйлера (9.13) принимают вид
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Итак, для нахождения трех неизвестных величин х, у и ( получаем систему, включающую в себя три соотношения (9.17) – (9.19). 

Для учета равенства (9.17) перейдем к полярным координатам:
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В новых переменных соотношения (9.18), (9.19) принимают вид
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Умножая первое из этих равенств на 
[image: image108.wmf]cos,
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 а второе – на 
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, и вычитая из первого равенства второе, будем иметь
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где 
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 Соотношение (9.20) называется уравнением колебания маятника. В случае малых колебаний можно считать, что 
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 а уравнение колебания маятника принимает привычный вид
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Здесь параметр ( называется частотой колебания маятника.
Задания на самостоятельную работу
Требуется найти функции 
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 минимизирующие функционал
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на множестве всех функций, удовлетворяющих граничным условиям 
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и дополнительному условию
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В следующей таблице задаются значения параметров задачи для различных вариантов:

	вариант
	Т
	X
	Y
	(
	a 
	b
	c

	1
	1
	1
	1
	-(2
	(
	(
	1

	2
	(
	1
	2
	-1
	1
	1
	1

	3
	(/2
	1
	1
	-2(2
	(
	(
	2

	4
	(/2
	2
	2
	-2
	2
	2
	2

	5
	4
	2
	2
	-4(2
	(
	(
	2

	6
	(
	1
	1
	-1
	2
	2
	2

	7
	2
	1
	1
	-(2
	(/2
	(
	2

	8
	(
	2
	2
	-1
	1
	1
	2

	9
	4
	(
	(
	-(2
	(
	(/2
	2

	10
	1
	1
	1
	-1
	1
	1
	1

	11
	(
	1
	1
	-(2
	(
	(
	1

	12
	2
	1
	1
	-1
	1
	1
	1

	13
	(
	1
	2
	-(2
	(
	(
	1

	14
	(
	2
	1
	-1
	1
	1
	1

	15
	(
	2
	2
	-2
	2
	2
	2

	16
	2
	2
	2
	-(2
	(/2
	(
	2

	17
	(
	2
	1
	-1
	(
	(
	1

	18
	(
	1
	2
	-(2
	(
	(
	2


Требуется выполнить следующие действия:
1. Записать постановку задачи.
2. Записать систему условий оптимальности, включающую конкретную систему уравнений Эйлера с краевыми и дополнительным условиями.

3. Умножая первое из уравнений Эйлера на а, а второе – на b и складывая их между собой с учетом равенства (*), найти значение (. 
4. Подставить найденное значение множителя Лагранжа в уравнения Эйлера.

5. Найти общие решения полученных уравнений Эйлера, зависящие от двух произвольных констант каждое.

6. Пользуясь граничными условиями найти значения неизвестных констант.

7. Подставив найденные константы в формулы для общего решения, найти функции х и у, являющиеся решением задачи.      
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